
ואורתונורמליות אורתוגונליות נורמליות, 1

נורמליות 1 . 1
שווקטור אומרים .V על נורמה ∥ ∥ : V → R ותהי ,F מעל וקטורי מרחב V יהי .1 הגדרה

יחידה). (וקטור ∥v∥ = 1 אם נורמלי, הוא v ∈ V
.v0 = 1

∥v∥v :v הווקטור של נרמול נגדיר אזי ,v ̸= 0 אם

נורמלי. v0 הווקטור .1 הערה

.
∥∥v0∥∥ =

∥∥∥ 1
∥v∥v

∥∥∥ (2)
=

∣∣∣ 1
∥v∥

∣∣∣ ∥v∥ (1)
= 1

∥v∥ ∥v∥ = 1 הוכחה.

אורתוגונליות 2 . 1
לווקטור מאונך u ∈ V שווקטור אומרים .F מעל פנימית מכפלה מרחב V יהי .2 הגדרה

.u ⊥ v נסמן .⟨u, v⟩ = 0 אם ,v ∈ V

מאונכים: וקטורים של התכונות .2 הערה

.v ⊥ u אזי ,u ⊥ v אם - סימטריות .1

.⟨v, u⟩ = ⟨u, v⟩ = 0 = 0 הוכחה.

.0 ⊥ v מתקיים v ∈ V לכל - האפס וקטור .2

.⟨0, v⟩ = ⟨0 + 0, v⟩ (1)
= ⟨0, v⟩+ ⟨0, v⟩ ⇒ 0 = ⟨0, v⟩ הוכחה.

.α, β ∈ F לכל αv ⊥ βw אזי ,v ⊥ w אם - בסקלר הכפלה .3

.⟨αv, βw⟩ = αβ ⟨v, w⟩ = αβ0 = 0 הוכחה.

אם (orthogonal) אורתוגונלית קבוצה S-ש אומרים קבוצה. S ⊆ V תהי .3 הגדרה
לזה. זה מאונכים S של שונים איברים שני כל

לינארית. תלויה בלתי קבוצה S אזי ,0 /∈ S וכן אורתוגונלית, קבוצה S אם .1 משפט

.α1v1+ · · ·+αnvn = ש-0 כך α1, . . . , αn ∈ F-ו v1, . . . , vn ∈ S שקיימים נניח הוכחה.
הצדדים: שני את v1-ב ”נכפול”

⟨α1v1 + · · ·+ αnvn, v1⟩ = ⟨0, v1⟩ ⇒ α1 ⟨v1, v1⟩+ · · ·+ αn ⟨vn, v1⟩ = 0 ⇒

⇒ α1 ⟨v1, v1⟩ = 0
v1 ̸=0⇒ α1 = 0

.α2 = · · · = αn = 0 ונקבל נמשיך דומה באופן
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אורתונורמליות 3 . 1
ואורתוגונליות. נורמליות שלמדנו: המושגים שני בין נשלב כעת

כל ואם אורתוגונלית, היא אם אורתונורמלית היא S ⊆ V שקבוצה אומרים .4 הגדרה
נורמליים. S של הווקטורים

לינארית. תלויה בלתי היא אורתונורמלית קבוצה כל .2 למה

.∥0∥ = 0 כי ,0 /∈ S וכן אורתוגונלית, S הוכחה.

בסיס נקרא (אורתונורמלית) אורתוגונלית קבוצה שהוא כך ,V של B בסיס .5 הגדרה
.V של (אורתונורמלי) אורתוגונלי

הצירים של היחידה וקטורי הסטנדרטית, הפנימית המכפלה עם Rnיחד במרחב - הרעיון
הצירים שבה צירים, מערכת יוצר אורתונורמלי בסיס כלומר, אורתונורמלי. בסיס הם

אורתונורמלי. בסיס קיים פנימית מכפלה מרחב שלכל נוכיח בהמשך לזה. זה מאונכים

אורתונורמלי לבסיס ביחס פנימית מכפלה חישוב 1 . 3 . 1

.GB = I אזי אורתונורמלי, בסיס B = {v1, . . . , vn} אם .3 הערה

⟨vi, vj⟩ =
{
1, i = j
0, i ̸= j

הוכחה.

לבסיס ביחס גראם שמטריצת ראינו אורתונורמלי). בבסיס פנימית מכפלה (חישוב 4 הערה
מכפלה באמצעותו לחשב יחסית שקל נראה - כן ואם היחידה, מטריצת היא אורתונורמלי

אזי: .u, v ∈ V יהיו פנימית.

⟨u, v⟩ = [u]
t
B GB[v]B = [u]

t
B [v]B

אזי ,v = β1v1 + · · ·+ βnvn ואם ,u = α1v1 + · · ·+ αnvn אם כלומר,

⟨u, v⟩ = α1β1 + · · ·+ αnβn

הסטנדרטי. לבסיס יחסית Fn-ב הסטנדרטית למכפלה כמו בדיוק

אורתונורמלי בסיס לפי לינארי צירוף חישוב 2 . 3 . 1

וקטור של הלינארי בצירוף המקדמים לחישוב פשוטה דרך גם נותן אורתונורמלי בסיס
הבסיס. ידי על הנפרש

מתקיים כאשר ,u ∈ V ויהי ,V של אורתונורמלי בסיס B = {v1, . . . , vn} יהי .5 הערה
.αi = ⟨u, vi⟩ אזי .u = α1v1 + · · ·+ αnvn

הוכחה.

⟨u, vi⟩ = ⟨α1v1 + · · ·+ αnvn, vi⟩ = α1 ⟨v1, vi⟩︸ ︷︷ ︸
=0

+ · · ·+αi ⟨vi, vi⟩︸ ︷︷ ︸
=1

+ · · ·+αn ⟨vn, vi⟩︸ ︷︷ ︸
=0

= αi
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פיתגורס משפט הכללת 3 . 3 . 1

פיתגורס. משפט של הכללה נוכיח כעת

פיתגורס משפט .3 משפט
.u = α1v1 + · · ·+αnvn ,u ∈ V ויהי ,V של אורתונורמלי בסיס B = {v1, . . . , vn} יהי

∥u∥2 = |α1|2 + · · ·+ |αn|2 אזי

הוכחה.

∥u∥2 = ⟨u, u⟩ = ⟨α1v1 + · · ·+ αnvn, α1v1 + · · ·+ αnvn⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiαj ⟨vi, vj⟩ =

=
n∑

i=1

αiαi ⟨vi, vi⟩︸ ︷︷ ︸
=1

=
n∑

i=1

|αi|2
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